
 Функции нескольких переменных 

 

 При рассмотрении функций нескольких переменных ограничимся подробным 

описанием функций двух переменных, т.к. все полученные результаты будут справедливы 

для функций произвольного числа переменных. 

 

 Определение: Если каждой паре независимых друг от друга чисел (х, у) из 

некоторого множества по какому - либо правилу ставится в соответствие одно или 

несколько значений переменной z, то переменная z называется функцией двух 

переменных. 
z = f(x, y) 

 

 Определение: Если паре чисел (х, у) соответствует одно значение z, то функция 

называется однозначной, а если более одного, то – многозначной. 

 

 Определение: Областью определения функции z называется совокупность пар (х, 

у), при которых функция z существует. 

 

 Определение: Окрестностью точки М0(х0, у0) радиуса r называется совокупность 

всех точек  (х, у), которые удовлетворяют условию     ryyxx 
2
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 Определение: Число А называется пределом функции f(x, y) при стремлении точки 

М(х, у) к точке М0(х0, у0), если для каждого числа  > 0 найдется такое число r >0, что для 

любой точки М(х, у), для которых верно условие 

rMM 0  

также верно и условие  Ayxf ),( . 
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 Определение: Пусть точка М0(х0, у0) принадлежит области определения функции 

f(x, y). Тогда функция z = f(x, y) называется непрерывной в точке М0(х0, у0), если  
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причем точка М(х, у) стремится к точке М0(х0, у0) произвольным образом. 

 

 Если в какой – либо точке условие (1) не выполняется, то эта точка называется 

точкой разрыва функции f(x, y). Это может быть в следующих случаях: 

1) Функция z = f(x, y) не определена в точке М0(х0, у0). 

2) Не существует предел ),(lim
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3) Этот предел существует, но он не равен f( x0, y0). 

 

Свойство. Если функция f(x, y, …) определена и непрерывна в замкнутой и 

 ограниченной области D, то в этой области найдется по крайней мере одна точка   

N(x0, y0, …), такая, что для остальных точек верно неравенство 

f(x0, y0, …)  f(x, y, …) 

а также точка N1(x01, y01, …), такая, что для всех остальных точек верно неравенство 

f(x01, y01, …)  f(x, y, …) 

тогда f(x0, y0, …) = M – наибольшее значение функции, а f(x01, y01, …) = m – наименьшее 

значение функции f(x, y, …) в области D. 



 Непрерывная функция в замкнутой и ограниченной области D достигает по крайней 

мере один раз наибольшего значения и один раз наименьшего. 

 

 Свойство. Если функция f(x, y, …) определена и непрерывна в замкнутой 

ограниченной области D, а M и m – соответственно наибольшее и наименьшее значения 

функции в этой области, то для любой точки   [m, M] существует точка  

N0(x0, y0, …) такая, что f(x0, y0, …) = . 

 

 Проще говоря, непрерывная функция принимает в области D все промежуточные 

значения между M и m. Следствием этого свойства может служить заключение, что если 

числа M и m разных знаков, то в области D функция по крайней мере один раз обращается 

в ноль.  

 

 Свойство. Функция f(x, y, …), непрерывная в замкнутой ограниченной области D, 

ограничена в этой области, если существует такое число К, что для всех точек области 

верно неравенство Kyxf ,...),( . 

 

 

 

 Свойство. Если функция f(x, y, …) определена и непрерывна в замкнутой 

ограниченной области D, то она равномерно непрерывна в этой области, т.е. для любого 

положительного числа  существует такое число  > 0, что для любых двух точек (х1, y1) и 

(х2, у2) области, находящихся на расстоянии, меньшем , выполнено неравенство 

 ),(),( 2211 yxfyxf  

 

Производные и дифференциалы функций 

нескольких переменных. 

 

 

 Определение. Пусть в некоторой области задана функция z = f(x, y). Возьмем 

произвольную точку М(х, у) и зададим приращение х к переменной х. Тогда величина xz 

= f( x + x, y) – f(x, y) называется частным приращением функции по х. 

 

 Можно записать  
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 Тогда 
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 Аналогично определяется частная производная функции по у. 
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 Геометрическим смыслом частной производной (допустим 
x

z




) является тангенс 

угла наклона касательной, проведенной в точке N0(x0, y0, z0) к сечению поверхности 

плоскостью у = у0. 

 

Полное приращение и полный дифференциал. 

 

 Определение. Для функции f(x,y) выражение z=f(x+x,y+y)–f(x,y) называется 

полным приращением. 

 

 Если функция f(x, y) имеет непрерывные частные производные, то  

   

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

z f x x y y f x y f x y y f x y y

f x x y y f x y y f x y y f x y

         

       
   

Применим теорему Лагранжа (см. Теорема Лагранжа.) к выражениям, стоящим в 

квадратных скобках. 
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Т.к. частные производные непрерывны, то можно записать равенства: 
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 Определение. Выражение yxy
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полным приращением функции f(x, y) в некоторой точке (х, у), где 1 и 2 – бесконечно 

малые функции при х  0 и у  0 соответственно. 

 Определение: Полным дифференциалом функции z = f(x, y) называется главная 

линейная относительно х и у приращения функции z в точке (х, у). 
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 Для функции произвольного числа переменных: 
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 Пример. Найти полный дифференциал функции 
2y zu x  . 
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 Пример. Найти полный дифференциал функции .
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Дифференцирование неявной функции 

 

Говорят, что функция ʫ = ʫ(ʭ) задана неявно, если она определяется уравнением 

f(x,y)=0. 

Пусть функция ʫ задана неявно уравнением f(x,y) = 0, где   

f (x,y) – дифференцируемая функция двух переменных х и у, причем '( , ) 0yf x y   . Тогда 

производная неявно заданной функции ʫ, как функции от ʭ, находится по формуле: 
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Производные высших порядков находятся последовательным дифференцированием 

полученной формулы. 

Аналогично, пусть уравнение F(x,y,z) = 0, где F(x,y,z) – дифференцируемая функция трех 

переменных x, y, z, определяет z 

как функцию независимых переменных х и у. Тогда если 0),,(' zyxFz , то частные 

производные неявно заданной функции z 

могут быть найдены по формулам: 
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Пример. Найти частные производные 
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 неявной функции 83 3  zxyz . 

 



Решение: Пусть 83),,( 3  zxyzzyxF .  

 Найдем частные производные этой функции: 
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Частные случаи производных функций нескольких переменных 

1) Пусть z=f(x,y), где x=1(t), y=2(t). 

 Тогда z – сложная функцией одной переменной t. 

 Если f(x,y), 1(t), 2(t) дифференцируемы, то справедлива формула 

 
dz z dx z dy

dt x dt y dt

 
   
 

 (2) 

2) Пусть z=f(x,y), где y=(x) 

 Тогда z – сложная функцией одной переменной x. 

 Если f(x,y), (x) дифференцируемы, то справедлива формула 
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Производная 
dz
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 в левой части формулы (3) называется ʧʦʣʥʦʡ ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʦʡ ʬʫʥʢʮʠʠ z. 

3) Пусть z=f(x,y), где x=x(u,v), y=y(u,v). 

 Тогда z – сложная функцией двух переменных (u,v). 

Если f(x,y), x(u,v), y(u,v)дифференцируемы, то справедлива формула 
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Геометрический смысл полного дифференциала. 

Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 
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  касательная плоскость 

 

 

 Пусть N и N0 – точки данной поверхности. Проведем прямую NN0. Плоскость, 

которая проходит через точку N0, называется касательной плоскостью к поверхности, 

если угол между секущей NN0 и этой плоскостью стремится к нулю, когда стремится к нулю 

расстояние NN0. 

 

 Определение. Нормалью к поверхности в точке N0 называется прямая, проходящая 

через точку N0 перпендикулярно касательной плоскости к этой поверхности. 

 

 В какой – либо точке поверхность имеет, либо только одну касательную плоскость, 

либо не имеет ее вовсе. 

 

 Если поверхность задана уравнением z = f(x, y), где f(x, y) – функция, 

дифференцируемая в точке М0(х0, у0), касательная плоскость в точке N0(x0,y0,(x0,y0)) 

существует и имеет уравнение: 
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 Уравнение нормали к поверхности в этой точке: 
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 Геометрическим смыслом полного дифференциала функции двух переменных f(x, 

y) в точке (х0, у0) является приращение аппликаты (координаты z) касательной плоскости к 

поверхности при переходе от точки (х0, у0) к точке (х0+х, у0+у). 

 Как видно, геометрический смысл полного дифференциала функции двух 

переменных является пространственным аналогом геометрического смысла 

дифференциала функции одной переменной. 

 

 Пример. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности  

yxyxyxz 22 22   

в точке М(1, 1, 1). 
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 Уравнение касательной плоскости: 
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 Уравнение нормали: 
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Приближенные вычисления с помощью полного дифференциала. 

 

 Пусть функция f(x, y) дифференцируема в точке (х, у). Найдем полное приращение 

этой функции: 
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 Если подставить в эту формулу выражение 
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то получим приближенную формулу: 
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 Пример.  Вычислить приближенно значение 02,1ln04,1 99,1  , исходя из значения 

функции zxu y ln  при x = 1, y = 2, z = 1. 

 

 Из заданного выражения определим x = 1,04 – 1 = 0,04, y = 1,99 – 2 = -0,01, 

z = 1,02 – 1 = 0,02. 

 Найдем значение функции u(x, y, z) = 11ln12   

Находим частные производные: 
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Полный дифференциал функции u равен: 
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02,1ln04,1 99,1  05,105,01)1,2,1(  duu  

 

 Точное значение этого выражения: 1,049275225687319176. 

 

Частные производные высших порядков. 

 

 Если функция f(x, y) определена в некоторой области D, то ее частные производные 

),( yxf x  и ),( yxf y  тоже будут определены в той же области или ее части.  

 Будем называть эти производные частными производными первого порядка. 

Производные этих функций будут частными производными второго порядка. 

 

);,();,(
2

2

2

2

yxf
y

z
yxf

x

z
yyxx










 

);,();,(
22

yxf
xy

z
yxf

yx

z
yxxy










 

Продолжая дифференцировать полученные равенства, получим частные 

производные более высоких порядков. 

 

Определение. Частные производные вида 
yyx

z

xyx

z

xy

z

yx

z















 3322

;;; и т.д. 

называются смешанными производными. 

 

Теорема. Если функция f(x, y) и ее частные производные  yxxyyx ffff  ,,,  определены 

и непрерывны в точке М(х, у) и ее окрестности, то верно соотношение: 
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 22

. 

 Т.е. частные производные высших порядков не зависят от порядка 

дифференцирования. 

 

 Аналогично определяются дифференциалы высших порядков. 
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 Здесь n – символическая степень производной, на которую заменяется реальная 

степень после возведения в нее стоящего в скобках выражения. 

 

 

Экстремум функции нескольких переменных. 

 

 Определение. Если для функции z = f(x, y), определенной в некоторой области, в 

некоторой окрестности точки М0(х0, у0) верно неравенство 

),(),( 00 yxfyxf   



то точка М0 называется точкой максимума. 

 

 Определение. Если для функции z = f(x, y), определенной в некоторой области, в 

некоторой окрестности точки М0(х0, у0) верно неравенство 

),(),( 00 yxfyxf   

то точка М0 называется точкой минимума. 

 

 Теорема. (Необходимые условия экстремума).  
Если функция f(x,y) в точке (х0, у0) имеет экстремум, то в этой точке либо обе ее 

частные производные первого порядка равны нулю 0),(,0),( 0000  yxfyxf yx , либо 

хотя бы одна из них не существует. 

 Эту точку (х0, у0) будем называть критической точкой. 

 

 Теорема. (Достаточные условия экстремума).  
 Пусть в окрестности критической точки (х0, у0) функция f(x, y) имеет непрерывные 

частные производные до второго порядка включительно. Рассмотрим выражение: 

 2),(),(),(),( 22 yxfyxfyxfyxD xyyx
  

1) Если D(x0, y0) > 0, то в точке (х0, у0) функция f(x, y) имеет экстремум, если  

0),( 002  yxf
x

 - максимум, если 0),( 002  yxf
x

 - минимум. 

2) Если D(x0, y0) < 0, то в точке (х0, у0) функция f(x, y) не имеет экстремума 

В случае, если D = 0, вывод о наличии экстремума сделать нельзя. 

 

 

Условный экстремум. 

 

 Условный экстремум находится, когда переменные х и у, входящие в функцию u = 

f( x, y), не являются независимыми, т.е. существует некоторое соотношение  

(х, у) = 0, которое называется уравнением связи. 

 Тогда из переменных х и у только одна будет независимой, т.к. другая может быть 

выражена через нее из уравнения связи. 

 Тогда u = f(x, y(x)). 
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В точках экстремума: 
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Кроме того: 

                                                                 0









dx

dy

yx
                                                       (2) 

Умножим равенство (2) на число  и сложим с равенством (1). 
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 Для выполнения этого условия во всех точках  найдем неопределенный 

коэффициент  так, чтобы выполнялась система трех уравнений: 
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 Полученная система уравнений является необходимыми условиями условного 

экстремума. Однако это условие не является достаточным. Поэтому при нахождении 

критических точек требуется их дополнительное исследование на экстремум. 

 Выражение u = f(x, y) + (x, y) называется функцией Лагранжа. 

 

 Пример. Найти экстремум функции f(x, y) = xy, если уравнение связи: 

2x + 3y – 5 = 0 
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 Таким образом, функция имеет экстремум в точке 




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

6

5
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4

5
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Использование функции Лагранжа для нахождения точек экстремума функции 

называется также методом множителей Лагранжа.  

Выше мы рассмотрели функцию двух переменных, однако, все рассуждения 

относительно условного экстремума могут быть распространены на функции большего 

числа переменных. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Кратные интегралы. 

 

 Как известно, интегрирование является процессом суммирования. Однако 

суммирование может производится неоднократно, что приводит нас к понятию кратных 

интегралов. Рассмотрение этого вопроса начнем с рассмотрения двойных интегралов. 

 

Двойные интегралы. 

 

 Рассмотрим на плоскости некоторую замкнутую кривую, уравнение которой  

f(x, y) = 0. 
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          0            x 

 

 

 Совокупность всех точек, лежащих внутри кривой и на самой кривой назовем 

замкнутой областью . Если выбрать точки области без учета точек, лежащих на кривой, 

область будет называется незамкнутой область . 

 С геометрической точки зрения  - площадь фигуры, ограниченной контуром. 

 

 Разобьем область  на n частичных областей сеткой прямых, отстоящих друг от 

друга по оси х на расстояние хi, а по оси у – на уi. Вообще говоря, такой порядок 

разбиения необязателен, возможно разбиение области на частичные участки произвольной 

формы и размера. 

  

Получаем, что площадь S делится на элементарные прямоугольники, площади 

которых равны Si = xi  yi . 

  

В каждой частичной области возьмем произвольную точку Р(хi, yi) и составим 

интегральную сумму 
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где f – функция непрерывная и однозначная для всех точек области . 

 Если бесконечно увеличивать количество частичных областей i, тогда, очевидно, 

площадь каждого частичного участка Si стремится к нулю. 

 

 Определение: Если при стремлении к нулю шага разбиения области  интегральные 

суммы 
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
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iii Syxf
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),(  имеют конечный предел, то этот предел называется двойным 

интегралом от функции f(x, y) по области . 
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 С учетом того, что Si = xi  yi получаем: 
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 В приведенной выше записи имеются два знака , т.к. суммирование производится 

по двум переменным х и у. 

 Т.к. деление области интегрирования произвольно, также произволен и выбор точек 

Рi, то, считая все площади Si одинаковыми, получаем формулу: 
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Условия существования двойного интеграла. 

 

Сформулируем достаточные условия существования двойного интеграла. 

 

 Теорема. ɽʩʣʠ ʬʫʥʢʮʠʷ f(x, y) ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʚ ʟʘʤʢʥʫʪʦʡ ʦʙʣʘʩʪʠ , ʪʦ ʜʚʦʡʥʦʡ 

ʠʥʪʝʛʨʘʣ 


dyxf ),(    ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ. 

 

 

 Теорема. ɽʩʣʠ ʬʫʥʢʮʠʷ f(x, y) ʦʛʨʘʥʠʯʝʥʘ ʚ ʟʘʤʢʥʫʪʦʡ ʦʙʣʘʩʪʠ  ʠ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʚ ʥʝʡ 

ʚʩʶʜʫ, ʢʨʦʤʝ ʢʦʥʝʯʥʦʛʦ ʯʠʩʣʘ ʢʫʩʦʯʥʦ ï ʛʣʘʜʢʠʭ ʣʠʥʠʡ, ʪʦ ʜʚʦʡʥʦʡ ʠʥʪʝʛʨʘʣ 


dyxf ),(   

ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ. 

 

Свойства двойного интеграла. 

 

 

1)   


 dydxyxfdydxyxfdydxyxfdydxyxfyxfyxf ),(),(),(),(),(),( 321321  

 

2) 
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 dydxyxfkdydxyxkf ),(),(  

 

3)  Если  = 1 + 2, то 
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4) Теорема о среднем. Двойной интеграл от функции f(x, y) равен произведению значения 

этой функции в некоторой точке области интегрирования на площадь области 

интегрирования. 
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5)  Если f(x, y)  0 в области , то  0),( 


dydxyxf . 

 

6) Если f1(x, y)  f2(x, y), то   


 dydxyxfdydxyxf ),(),( 21 . 

 

7)  


 dydxyxfdydxyxf ),(),( . 

 

Вычисление двойного интеграла. 

 

 Теорема. ɽʩʣʠ ʬʫʥʢʮʠʷ f(x, y) ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʚ ʟʘʤʢʥʫʪʦʡ ʦʙʣʘʩʪʠ , ʦʛʨʘʥʠʯʝʥʥʦʡ 

ʣʠʥʠʷʤʠ ʭ = a, x = b, (a < b), y = (x), y = (x), ʛʜʝ  ʠ  - ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʳʝ ʬʫʥʢʮʠʠ ʠ  

  , ʪʦʛʜʘ 
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    y                     y = (x) 
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      y = (x) 

 

      a                               b              x     

 

 

 

 Пример. Вычислить интеграл 


 dxdyyx )( , если область  ограничена линиями: y 

= 0, y = x2, x = 2. 
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 Теорема.  ɽʩʣʠ ʬʫʥʢʮʠʷ f(x, y) ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʚ ʟʘʤʢʥʫʪʦʡ ʦʙʣʘʩʪʠ , ʦʛʨʘʥʠʯʝʥʥʦʡ 

ʣʠʥʠʷʤʠ y = c, y = d (c < d), x = (y), x = (y) ((y)  (y)), ʪʦ 
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 Пример. Вычислить интеграл 


 dxdyyx )( 22 , если область  ограничена линиями 

y = x, x = 0, y = 1, y = 2. 
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 Пример.  Вычислить интеграл 


 dxdyyxyx )23( 2 , если область интегрирования 

 ограничена линиями х = 0, х = у2, у = 2. 
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 Пример. Вычислить двойной интеграл 


xdxdyy ln , если область интегрирования 

ограничена линиями ху=1, у = x , х = 2. 
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Замена переменных в двойном интеграле. 

 

Расмотрим двойной интеграл вида 


dydxyxF ),( , где переменная х изменяется в пределах 

от a до b, а переменная у – от 1(x) до  2(х). 

 Положим х = f(u, v); y = (u, v) 
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т.к. при первом интегрировании переменная х принимается за постоянную, то dx = 0. 
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пожставляя это выражение в записанное выше соотношение для dy, получаем: 
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Выражение  i
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Якобианом функций f(u, v) и (u, v). 

 

(Якоби Карл Густав Якоб – (1804-1851) – немецкий математик) 
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Т.к. при первом интегрировании приведенное выше выражение для dx принимает 

вид du
u

f
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 ( при первом интегрировании полагаем v = const, dv = 0), то при изменении 
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Двойной интеграл в полярных координатах. 

 

 Воспользуемся формулой замены переменных: 
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В этом случае Якобиан имеет вид:  
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 Тогда   
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Здесь  - новая область значений, ;;22
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Тройной интеграл. 

 

 При рассмотрении тройного интеграла не будем подробно останавливаться на всех 

тех теоретических выкладках, которые были детально разобраны применительно к 

двойному интегралу, т.к. существенных различий между ними нет. 

 Единственное отличие заключается в том, что при нахождении тройного интеграла 

интегрирование ведется не по двум, а по трем переменным, а областью интегрирования 

является не часть плоскости, а некоторая область в техмерном пространстве. 
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 Суммирование производится по области v, которая ограничена некоторой 

поверхностью (x, y, z) = 0. 
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Здесь х1 и х2 – постоянные величины, у1 и у2 – могут быть некоторыми функциями 

от х или постоянными величинами, z1 и z2 – могут быть функциями от х и у или 

постоянными величинами. 

 

 

 Пример.  Вычислить интеграл   
1

0 0 0

2

2x xy

yzdzdydxx  

      























1

0 0

4
4

1

0 0

34

1

0 0

222

1

0 0 0

2
2

1

0 0 0

2

22222

42

1

2

1

2

1

2
dx

y
xdydxyxdydxyyxxdydx

z
yxyzdzdydxx

xxxx xyx xy

.
104

1

13

1

8

1

8

1

42

1 1

0

13

1

0

12

1

0

84

  xdxxdx
xx

 

 

 

 

Замена переменных в тройном интеграле. 

 

 Операция замены переменных в тройном интеграле аналогична соответсвующей 

операции для двойного интеграла. 

 Можно записать: 
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 Наиболее часто к замене переменной в тройном интеграле прибегают с целью 

перейти от декартовой прямоугольной системы координат к цилиндрической или 

сферической системе. См.  Цилиндрическая и сферическая системы координат.  

 Рассмотрим эти преобразования подробнее. 
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Цилиндрическая система координат. 
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 Связь координат произвольной точки Р пространства в цилиндрической системе с 

координатами в декартовой прямоугольной системе осуществляется по формулам: 
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 Для представления тройного интеграла в цилиндрических координатах вычисляем 

Якобиан: 
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Итого: 
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Сферическая система координат. 
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Связь координат произвольной точки Р пространства в сферической системе с 

координатами в декартовой прямоугольной системе осуществляется по формулам: 
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 Для представления тройного интеграла в сферических координатах вычисляем 

Якобиан: 
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 Окончательно получаем: 
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Геометрические и физические приложения кратных интегралов. 

 

1) Вычисление площадей в декартовых координатах. 
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y = f(x) 
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 Площадь S, показанная на рисунке может быть вычислена с помощью двойного 

интеграла по формуле: 
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Пример.   Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y2 = 4x + 4; 

x + y – 2 = 0. 

 Построим графики заданных функций: 

 

 
 

 Линии пересекаются в двух точках – (0, 2) и (8, -6). Таким образом, область 
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 2) Вычисление площадей в полярных координатах. 
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 3) Вычисление объемов тел. 

 

 

 Пусть тело ограничено снизу плоскостью ху, а сверху– поверхностью z = f(x,y), 

а с боков – цилиндрической поверхностью.  

  

 

 

Такое тело называется цилиндроид. 
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 Пример. Вычислить объем, ограниченный поверхностями: x2 + y2 = 1; 

x + y + z =3 и плоскостью ХОY. 
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 4) Вычисление площади кривой поверхности. 

 

Если поверхность задана уравнением: f(x, y, z) = 0, то площадь ее поверхности 

находится по формуле: 
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Если поверхность задана в неявном виде, т.е. уравнением z = (x, y), то площадь этой 

поверхности вычисляется по формуле: 
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5)Вычисление моментов инерции площадей плоских фигур. 

 

Пусть площадь плоской фигуры (область ) ограничена линией, уравнение которой 

f(x,y) = 0. Тогда моменты инерции этой фигуры находятся по формулам: 
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- относительно начала координат: 


 dydxyxIII yx )( 22

0  - этот момент инерции 

называют еще полярным моментом инерции. 

 

 

 6) Вычисление центров тяжести площадей плоских фигур. 

 

Координаты центра тяжести находятся по формулам: 
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здесь w – поверхностная плотность (dm = wdydx ïмасса элемента площади). 

 



 7) Вычисление объемов тел с помощью тройного интеграла. 

 

Если поверхность тела описывается уравнением f(x, y, z) = 0, то объем тела может 

быть найден по формуле: 
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при этом z1 и z2 – функции от х и у или постоянные, у1 и у2 – функции от х или постоянные, 

х1 и х2 – постоянные. 

 

 

 8) Координаты центра тяжести тела. 
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 9) Моменты инерции тела относительно осей координат. 
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 10) Моменты инерции тела относительно координатных плоскостей. 
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 11) Момент инерции тела относительно начала координат. 

 

 
r

wdvzyxI ;)( 222
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 В приведенных выше формулах п.п. 8 – 11 r – область вычисления интеграла по 

объему, w – плотность тела в точке (х, у, z), dv – элемент объема 

- в декартовых координатах: dv = dxdydz; 

- в циллиндрических координатах: dv = dzdd; 

- в сферических координатах: dv = 2sinddd. 

 

 

12) Вычисление массы неоднородного тела. 

 


r

wdvM ;  

Теперь плотность w – величина переменная. 

 

 

 

 

 

 

 



Криволинейные интегралы. 

 

 Определение. Кривая ktjtittr
dddd

)()()()(    ( bta  ) называется 

непрерывной кусочно – гладкой, если функции ,  и  непрерывны на отрезке [a,b] и 

отрезок [a,b] можно разбить на конечное число частичных отрезков так, что на каждом из 

них функции ,  и  имеют непрерывные производные, не равные нулю одновременно. 

 

 Если определено не только разбиение кривой на частичные отрезки точками, но 

порядок этих точек, то кривая называется ориентированнной кривой. 

Ориетированная кривая называется замкнутой, если значения уравнения кривой в 

начальной и конечной точках совпадают. 
)()( brar

dd
  

 

 Рассмотрим в пространсве XYZ кривую АВ, в каждой точке которой определена 

произвольная функция ),,( zyxf .  

 Разобьем кривую на конечное число отрезков и рассмотрим произведение значения 

функции в каждой точке разбиения на длину соответствующего отрезка. 

iiii szyxf ),,(  

 

 Сложив все полученные таким образом произведения, получим так называемую 

интегральнуюсумму функции f(x, y, z). 





n

i

iiii szyxf
1

),,(  

 Определение. Если при стремлении к нулю шага разбиения кривой на частичные 

отрезки существует предел интегральных сумм, то этот предел называется 

криволинейным интегралом от функции f(x, y, z) по длине дуги АВ или 

криволинейным интегралом первого рода. 


AB

dszyxf ),,(  

 

Свойства криволинейного интеграла первого рода. 

 

 1) Значение криволинейного интеграла по длине дуги не зависит от направления 

кривой АВ. 

  

2) Постоянный множитель можно выносить за знак криволинейного интеграла. 

  

3) Криволинейный интерал от суммы функций равен сумме криволинейных 

интегралов от этих функций. 

  

4) Если кривая АВ разбита на дуга АС и СВ, то  

 
CBACAB

dszyxfdszyxfdszyxf ),,(),,(),,(  

  

5) Если в точках кривой АВ 

),,(),,( 21 zyxfzyxf   

 то  

 
ABAB

dszyxfdszyxf ),,(),,( 21  

  



6) Справедливо неравенство: 

 
ABAB

dszyxfdszyxf ,,(),,(  

  

7) Если f(x, y, z) = 1, то  







n

i

i

AB

Ssds
1

0
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 S – длина дуги кривой,  - наибольшая из всех частичных дуг, на которые 

разбивается дуга АВ. 

 

 8) Теорема о среднем. 

 ɽʩʣʠ ʬʫʥʢʮʠʷ f(x, y, z) ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʥʘ ʢʨʠʚʦʡ ɸɺ, ʪʦ ʥʘ ʵʪʦʡ ʢʨʠʚʦʡ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ 

ʪʦʯʢʘ (x1, y1, z1) ʪʘʢʘʷ, ʯʪʦ 

 
AB

Szyxfdszyxf ),,(),,( 111  

 

 Для вычисления криволинейного интеграла по длине дуги надо определить его связь 

с обыкновенным определенным интегралом. 

Пусть кривая АВ задана параметрически уравнениями x = x(t), y = y(t), z = z(t),  

  t  , где функции х, у, z – непрерывно дифференцируемые функции параметра t, причем 

точке А соответствует  t = , а точке В соответствует t = . Функция f(x, y, z) – непрерывна 

на всей кривой АВ. 

 Для любой точки М(х, у, z) кривой длина дуги АМ вычисляется по формуле  

(См. Вычисление длины дуги кривой.): 






t

dttztytxtss )()()()( 222
 

 Длина всей кривой АВ равна: 






 dttztytxS )()()( 222
 

 Криволинейный интеграл по длине дуги АВ будет находиться по формуле: 

 






 dttztytxtztytxfdszyxf
AB

)()()())(),(),((),,( 222
 

 

 Таким образом, для вычисления криволинейного интеграла первого рода (по длине 

дуги АВ) надо, используя параметрическое уравнение кривой выразить подынтегральную 

функцию через параметр t, заменить ds дифференциалом дуги в зависимости от параметра 

t и проинтегрировать полученное выражение по t. 

 

 

 Пример. Вычислить интеграл  
AB

dszyx )( 222  по одному витку винтовой линии 

.20;;sin;cos  ttztytx  
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Если интегрирование производится по длине плоской кривой, заданной уравнением 

,),( bxaxy   то получаем: 
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Криволинейные интегралы второго рода. 

 

 Пусть АВ – непрерывная кривая в пространстве XYZ (или на плоскости ХОY), а 

точка P(x, y, z) – произвольная функция, определенная на этой кривой. Разобьем кривую 

точками ),,( iii zyxM  на конечное число частичных дуг. И рассмотрим сумму произведений 

значений функции в каждой точке на длину соответствующей частичной дуги. 
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 Определение. Если при стремлении к нулю шага разбиения кривой АВ 

интегральные суммы имеют конечный предел, то этот предел называется криволинейным 

интегралом по переменной ʭ от функции P(x, y, z) по кривой АВ в направлении от А к 

В. 
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 Криволинейный интеграл второго рода, т.е. интеграл по координатам отличается от 

криволинейного интеграла первого рода, т.е. по длине дуги тем, что значение функции при 

составлении интегральной суммы умножается не на длину частичной дуги, а на ее 

проекцию на соответствующую ось. (В рассмотренном выше случае – на ось ОХ).  

 Вообще говоря, криволинейные интегралы могут считаться также и по переменным 

у и z. 
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 Сумму криволинейных интегралов также называют криволинейным интегралом 

второго рода. 

 
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Свойства криволинейного интеграла второго рода. 

 

 1) Криволинейный интеграл при перемене направления кривой меняет знак. 

 
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 2)  ;),,(),,(  
ABAB
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 3)  
ABABAB

dzzyxPdxzyxPdxzyxPzyxP ),,(),,()),,(),,(( 2121  

 

 4)  
CAACAB

dxzyxPdxzyxPdxzyxP ),,(),,(),,(  

 

 5) Криволинейный интеграл по замкнутой кривой L не зависит от выбора начальной 

точки, а зависит только от направления обхода кривой. 

 
L

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  

 Направление обхода контура L задается дополнительно. Если L – замкнутая кривая 

без точек самопересечения, то направление обхода контура против часовой стрелки 

называется положительным. 

 

 6) Если АВ – кривая, лежащая в плоскости, перпендикулярной оси ОХ, то  

.0),,( 
AB

dxzyxP  

Аналогичные соотношения справедливы при интегрировании по переменным ʫ и z. 

 

 Теорема. ɽʩʣʠ ʢʨʠʚʘʷ ɸɺ ï ʢʫʩʦʯʥʦ- ʛʣʘʜʢʘʷ, ʘ ʬʫʥʢʮʠʠ P(x, y, z), Q(x, y, z) ʠ  

R(x, y, z) ï ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʳ ʥʘ ʢʨʠʚʦʡ ɸɺ, ʪʦ ʢʨʠʚʦʣʠʥʝʡʥʳʝ ʠʥʪʝʛʨʘʣʳ 

;),,(;),,(;),,( 
ABABAB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP  
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AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  

ʩʫʱʝʩʪʚʫʶʪ. 

 

 Вычисление криволинейных интегралов второго рода производится путем 

преобразования их к определенным интегралам по формулам: 
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В случае, если АВ – плоская кривая, заданная уравнением y = f(x), то 

  
B

A

x

xAB

dxxfxfxQxfxPdyyxQdxyxP )())(,()(,(),(),(  

 Пример. Вычислить криволинейный интеграл  
L

dyxydxx 32 . L – контур, 

ограниченный параболами yxxy  22 ; . Направление обхода контура положительное. 

 
 Представим замкнутый контур L как сумму двух дуг L1 = x2 и xL 2  
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Формула Остроградского – Грина. 

(Остроградский Михаил Васильевич (1861-1862) – русский математик, 

 академик Петерб. А.Н.) 

(Джордж Грин (1793 – 1841) – английский математик) 

 Иногда эту формулу называют формулой Грина, однако, Дж. Грин предложил в 1828 

году только частный случай формулы. 

 Формула Остроградского – Грина устанавливает связь между криволинейным 

интегралом и двойным интегралом, т.е. дает выражение интеграла по замкнутому контуру 

через двойной интеграл по области, ограниченной этим контуром. 

 Будем считать, что рассматриваемая область односвязная, т.е. в ней нет 

исключенных участков. 

     y 
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 Если замкнутый контур имеет вид, показанный на рисунке, то криволинейный 

интеграл по контуру L можно записать в виде: 
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 Если участки АВ и CD контура принять за произвольные кривые, то, проведя 

аналогичные преобразования, получим формулу для контура произвольной формы: 
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 Эта формула называется формулой Остроградского – Грина. 

 

 Формула Остроградского – Грина справедлива и в случае многосвязной области, т.е. 

области, внутри которой есть исключенные участки. В этом случае правая часть формулы 

будет представлять собой сумму интегралов по внешнему контуру области и интегралов по 

контурам всех исключенных участков, причем каждый из этих контуров интегрируется в 

таком направлении, чтобы область  все время оставалась по левую сторону линии обхода. 

 

 Пример. Решим пример, рассмотренный выше, воспользовавшись формулой 

Остроградского – Грина. 
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 Формула Остроградского – Грина позволяет значительно упростить вычисление 

криволинейного интеграла. 

 

 Криволинейный интеграл не зависит от формы пути, если он вдоль всех путей, 

соединяющих начальную и конечную точку, имеет одну и ту же величину. 

 Условием независимости криволинейного интеграла от формы пути равносильно 

равенству нулю этого интеграла по любому замкнутому контуру, содержащему начальную 

и конечную точки. 

 Это условие будет выполняться, если подынтегральное выражение является полным 

дифференциалом некоторой функции, т.е. выполняется условие тотальности. 
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Поверхностные интегралы первого рода. 

    

      z 
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 Поверхностный интеграл является таким же обобщением двойного интеграла, каким 

криволинейный интеграл является по отношению к определенному интегралу. 

 Рассмотрим поверхность в пространстве, которая произвольно разбита на n частей. 

 Рассмотрим произведение значения некоторой функции F в произвольной точке с 

координатами (, , ) на площадь частичного участка Si, содержащего эту точку. 

iSF  ),,(  

 Определение. Если при стремлении к нулю шага разбиения   поверхности 

существует конечный предел интегральных сумм, то этот предел называется 

поверхностным интегралом первого рода или интегралом по площади поверхности. 
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Свойства поверхностного интеграла первого рода. 

 

Поверхностные интегралы первого рода обладают следующими свойствами: 

 

 1)  SdS
S

   S – площадь поверхности. 

 

 2)   
S S

constkdSzyxFkdSzyxkF ;),,(),,(  

 

 3)    
SSS

dSzyxFdSzyxFdSzyxFzyxF ),,(),,(),,(),,( 2121  

 

 4) Если поверхность разделена на части S1 и S2, то 

 
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SSS
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 5) Если ),,(),,( 21 zyxFzyxF   , то 
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SS
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 6)  
SS

dSzyxFdSzyxF ),,(),,(  

 

 7) Теорема о среднем. 

 ɽʩʣʠ ʬʫʥʢʮʠʷ F(x, y, z) ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʚ ʣʶʙʦʡ ʪʦʯʢʝ ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʠ S, ʪʦ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ 

ʪʦʯʢʘ (, , ) ʪʘʢʘʷ, ʯʪʦ 

SFdSzyxF
S

 ),,(),,(  

 S – площадь поверхности. 

 

 Проведя рассуждения, аналогичные тем, которые использовались при нахождении 

криволинейного интеграла, получим формулу для вычисления поверхностного интеграла 

первого рода через двойной интеграл по по площади проекции поверхности на 

плоскость XOY. 
 

 
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yx dxdyyxfyxfyxfyxFdSzyxF ),(),(1)),(,,(),,( 22  

 

 

Поверхностные интегралы второго рода. 

 

 Если на поверхности S есть хотя бы одна точка и хотя бы один не пересекающий 

границу поверхности контур, при обходе по которому направление нормали в точке 

меняется на противоположное, то такая поверхность называется односторонней. 

 Если при этих условиях направление нормали не меняется, то поверхность 

называется двухсторонней. 

Будем считать положительным направлением обхода контура L, принадлежащего 

поверхности, такое направление, при движении по которому по выбранной стороне 

поверхности сама поверхность остается слева. 

 Двухсторонняя поверхность с установленным положительным направлением обхода 

называется ориентированной поверхностью. 

 

 Рассмотрим в пространстве XYZ ограниченную двухстороннюю поверхность S, 

состоящую из конечного числа кусков, каждый из которых задан либо уравнением вида z = 

f(x, y), либо является цилиндрической поверхностью с образующими, параллельными оси 

OZ. 

 Определение. Если при стремлении к нулю шага разбиения поверхности S 

интегральные суммы, составленные как суммы произведений значений некоторой функции 

на площадь частичной поверхности, имеют конечный предел, то этот предел называется 

поверхностным интегралом второго рода. 
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 
S

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(            

- поверхностный интеграл второго рода. 

 

 Свойства поверхностного интеграла второго рода аналогичны уже рассмотренным 

нами свойствам поверхностного интеграла первого рода.  

Т.е. любой поверхностный интеграл второго рода меняет знак при перемене стороны 

поверхности, постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, поверхностный 

интеграл от суммы двух и более функций равен сумме поверхностных интегралов от этих 

функций, если поверхность разбита на конечное число частичных поверхностей, интеграл 

по всей поверхности равен сумме интегралов по частичным поверхностям. 

Если S- цилиндрическая поверхность с образующими, параллельными оси OZ, то 

0),,( 
S

dxdyzyxR . В случае, если образующие поверхности параллельны осям OX и OY, 

то равны нулю соответствующие составляющие поверхностного интеграла второго рода. 

 

Вычисление поверхностного интеграла второго рода сводится к вычислению 

соответствующих двойных интегралов. Рассмотрим это на примере. 

 

Пример. Вычислить интеграл  
S

dxdyRz 2)(  по верхней стороне полусферы  

.2,2222 RzRRzzyx   

 

 Преобразуем уравнение поверхности к виду: 0)( 2222  RRzyx  

222 yxRRz   

 
 

 Заданная поверхность проецируется на плоскость XOY в круг, уравнение которого: 
222 Ryx   




 dxdyyxRdxdyRz
S

)()( 2222
 

 Для вычисления двойного интеграла перейдем к полярным координатам: 

(См. Двойной интеграл в полярных координатах.) 
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Связь поверхностных интегралов первого и второго рода. 

 

Поверхностные интегралы первого и второго рода связаны друг с другом 

соотношением: 

 

 
SS

dSRQPRdxdyQdzdxPdydz )coscoscos(  

 

 В этой формуле cos, cos, cos - направляющие косинусы нормали к поверхности S 

в выбранную сторону поверхности. 

 

 

Формула Гаусса – Остроградского. 

 

 Формула Гаусса – Остроградского является аналогом формулы Грина – 

Остроградского. Эта формула связывает поверхностный  интеграл второго рода по 

замкнутой поверхности с тройным интегралом по пространственной области, 

ограниченной этой поверхностью. 

 Для вывода формулы Гаусса – Остроградского надо воспользоваться 

рассуждениями, подобными тем, которые использовались при нахождении формулы Грина 

– Остроградского.  

 Рассматривается сначала поверхность, ограниченная сверху и снизу некоторыми 

поверхностями, заданными известными уравнениями, а сбоку ограниченную 

цилиндрической поверхностью. Затем рассматривается вариант когда поверхность 

ограничена цилиндрической поверхностью с образующими, параллельными дум доугим 

координатным осям. 

 После этого полученные результаты обобщаются, приводя к формуле Гаусса – 

Остроградского: 
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 Отметим, что эта формула применима для вычисления поверхностных интегралов 

по замкнутой поверхности. 

 

 На практике формулу Гаусса – Остроградского можно применять для вычисления 

объема тел, если известна поверхность, ограничивающая это тело. 

 Тогда имеют место формулы: 

 

 
VSSS

dxdydzzdxdyydxdzxdydzV  

 

 Пример. Найти формулу вычисления объема шара. 



 

В поперечных сечениях шара (сечения параллельны плоскости XOY) получаются 

окружности. 

 Уравнение шара имеет вид: .2222 Rzyx   

 Найти объем шара можно по формуле: 
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 Для решения этой же задачи можно воспользоваться преобразованием интеграла к 

сферическим координатам. (См. Сферическая система координат.) Это значительно 

упростит интегрирование. 
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Элементы теории поля. 

 

 Определение. Если каждой точке пространства М ставится в соответствие 

некоторая скалярная величина U, то таким образом задается скалярное поле U(M). Если 

каждой пространства М ставится в соответствие вектор F
d

, то задается векторное поле F
d

 

(М). 
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Производная по направлению. 

 

Рассмотрим функцию  u(x, y, z) в точке М( x, y, z) и точке М1( x + x, y + y, z + z). 

 Проведем через точки М и М1 вектор S .  Углы наклона этого вектора к направлению 

координатных осей х, у, z обозначим соответственно , , . Косинусы этих углов 

называются направляющими косинусами вектора S . 

 Расстояние между точками М и М1 на векторе S  обозначим S. 

  

222 zyxS   

 

 Высказанные выше предположения, проиллюстрируем на рисунке: 

                                                             z 

 

                                                                              M                     

 

 

        S  

                                                                   

                                                                                                              M1 

                                                                                 

          S  

                                                                                                                               y 

 

 

 

 

 

                                x 

 

 Далее предположим, что функция u(x, y, z) непрерывна и имеет непрерывные 

частные производные  по переменным х, у и z. Тогда правомерно записать следующее 

выражение: 
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где величины  1, 2, 3 – бесконечно малые  при 0S .  

 Из геометрических соображений очевидно: 
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 Таким образом, приведенные выше равенства могут быть представлены следующим 

образом: 
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 Заметим, что величина s является скалярной. Она лишь определяет направление 

вектора S . 

 Из этого уравнения следует следующее определение: 

 

 

 Определение: Предел 
S

u

S 



 0
lim   называется производной функции u(x, y, z) по 

направлению вектора S  в точке с координатами ( x, y, z). 

 

 Поясним значение изложенных выше равенств на примере. 

 

 

 Пример. Вычислить производную функции  z = x2 + y2x в точке А(1, 2) по 

направлению вектора АВ . В (3, 0). 

 

 Решение.   Прежде всего необходимо определить координаты вектора АВ . 

 

АВ=(3-1; 0-2) = (2; -2) = 2 ji
dd

2 . 

Далее определяем модуль этого вектора: 

 

AB = 228   

Находим частные производные функции z в общем виде: 
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Значения этих величин в точке А : ;4;6 
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Для нахождения направляющих косинусов вектора АВ  производим следующие 

преобразования: 

S = jiji
AB

AB ddd

22
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2
coscos   

За величину S  принимается произвольный вектор, направленный вдоль заданного 

вектора, т.е. определяющего направление дифференцирования.  

Отсюда получаем значения направляющих косинусов вектора АВ : 

cos = 
2

2
;           cos = -

2

2
 

 

Окончательно получаем: 2
2

2
4

2

2
6 





s

z
 - значение производной заданной 

функции по направлению вектора АВ . 



 

 

Градиент. 

 

 Определение: Если в некоторой области D задана функция u = u(x, y, z) и некоторый 

вектор, проекции которого на координатные оси равны значениям функции u в 

соответствующей точке 
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то этот вектор называется градиентом функции u. 
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 При этом говорят, что в области D задано поле градиентов. 

 

 

Связь градиента с производной по направлению. 

 

 Теорема: ʇʫʩʪʴ ʟʘʜʘʥʘ ʬʫʥʢʮʠʷ u = u(x, y, z) ʠ ʧʦʣʝ ʛʨʘʜʠʝʥʪʦʚ 
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 ʧʦ ʥʘʧʨʘʚʣʝʥʠʶ ʥʝʢʦʪʦʨʦʛʦ ʚʝʢʪʦʨʘ S  ʨʘʚʥʷʝʪʩʷ ʧʨʦʝʢʮʠʠ 

ʚʝʢʪʦʨʘ gradu ʥʘ ʚʝʢʪʦʨ S . 

 

 

 Доказательство: Рассмотрим единичный вектор  coscoscos kjiS
ddd

 и 

некоторую функцию u = u(x, y, z) и найдем скалярное произведение векторов S  и gradu. 
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 Выражение, стоящее в правой части этого равенства, является производной функции 

u по направлению s. 

 Т.е. 
s

u
Sgradu





d

.  Если угол между векторами gradu и S  обозначить через , то 

скалярное произведение можно записать в виде произведения модулей этих векторов на 

косинус угла между ними. С учетом того, что вектор S  единичный, т.е. его модуль равен 

единице, можно записать: 

s

u
gradu




 cos  

 Выражение, стоящее в правой части этого равенства и является проекцией вектора 

gradu на вектор S . 

 

Теорема доказана. 

 

 Для иллюстрации геометрического и физического смысла градиента скажем, что 

градиент – вектор, показывающий направление наискорейшего изменения некоторого 

скалярного поля u в какой- либо точке. В физике существуют такие понятия как градиент 



температуры, градиент давления и т.п. Т.е. направление градиента есть направление 

наиболее быстрого роста функции. 

 С точки зрения геометрического представления градиент перпендикулярен 

поверхности уровня функции. 

 

 

 Пусть в пространстве М задана поверхность . Будем считать, что в каждой точке Р 

определяется положительное направление нормали единичным вектором )(Pn
d

. 

 В пространстве М зададим векторное поле, поставив в соответствие каждой точке 

пространства вектор, определенный координатами: 

kzyxRjzyxQizyxPF
dddd
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 Если разбить каким – либо образом поверхность на частичные участки i и составить 

сумму  
i

iii PnPF ))()((
dd

, где nF
dd

 - скалярное произведение, то предел этой суммы при 

стремлении к нулю площадей частичных участков разбиения (если этот предел существует) 

будет поверхностным интегралом. 
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

dnF
dd

 

 

 Определение. Поверхностный интеграл 


dnF
dd

 называется потоком векторного 

поля F
d

 через поверхность . 
 

 Если поверхность разбита на конечное число частичных поверхностей, то поток 

векторного поля через всю поверхность будет равен сумме потоков через частичные 

поверхности. 

 Если преобразовать скалярное произведение в координатную форму, то получаем 

соотношение: 

RdxdyQdzdxPdydzdRQPdnF  
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 Если  на области  существует функция f(x, y, z), имеющая непрерывные частные 

производные, для которых выполняются свойства: 
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то такую функцию называют потенциальной функцией или потенциалом вектора F
d

. 

 Тогда вектор F
d

 является градиентом функции f. 
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 Потенциал   может быть найден по формуле:  
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 В этой формуле x0, y0, z0 – координаты некоторой начальной точки. В качестве такой 

точки удобно брать начало координат. 

 

 Теорема. ɼʣʷ ʪʦʛʦ, ʯʪʦʙʳ ʧʦʣʝ ʚʝʢʪʦʨʘ F
d
, ʟʘʜʘʥʥʦʛʦ  ʚ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʦʙʣʘʩʪʠ,  ʠʤʝʣʦ 

ʧʦʪʝʥʮʠʘʣ, ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʠ ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ, ʯʪʦʙʳ ʚʳʧʦʣʥʷʣʦʩʴ ʦʜʥʦ ʠʟ ʜʚʫʭ ʫʩʣʦʚʠʡ: 



 1) ʀʥʪʝʛʨʘʣ ʦʪ ʚʝʢʪʦʨʘ F
d

 ʧʦ ʣʶʙʦʤʫ ʢʫʩʦʯʥʦ ï ʛʣʘʜʢʦʤʫ ʢʦʥʪʫʨʫ, 

ʧʨʠʥʘʜʣʝʞʘʱʝʤʫ ʦʙʣʘʩʪʠ, ʨʘʚʝʥ ʥʫʣʶ. 

 2) ʀʥʪʝʛʨʘʣ ʧʦ ʣʶʙʦʤʫ ʢʫʩʦʯʥʦ ï ʛʣʘʜʢʦʤʫ ʧʫʪʠ, ʩʦʝʜʠʥʷʶʱʝʤʫ ʜʚʝ ʣʶʙʳʝ ʪʦʯʢʠ 

ʧʦʣʷ, ʥʝ ʟʘʚʠʩʠʪ, ʦʪ ʧʫʪʠ ʠʥʪʝʛʨʠʨʦʚʘʥʠʷ. 

 

 

Формула Стокса. 

(Джордж Габриель Стокс (1819 – 1903) – английский математик)  

 

 Формула Стокса связывает криволинейные интегралы второго рода с 

поверхностными интегралами второго рода. 

 Пусть в пространстве задана некоторая поверхность S. L – непрерывный кусочно – 

гладкий контур поверхности S. 

 

    z                       S 

 

 

 

 

 

                L 
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       
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   x 

 

 

 Предположим, что функции P,Q и R непрерывны на поверхности S вместе со своими 

частными производными первого порядка. Применим формулу, выражающую 

криволинейный интеграл через определенный. 
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 Введем обозначения: ;;
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Применив формулу Грина – Остроградского, можно заменить криволинейный 

интеграл равным ему двойным интегралом. После преобразований устанавливается 

следующее соответствие между криволинейным и поверхностным интегралом: 
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эта формула и называется формула Стокса. 

 

 Определение. Вектор B
d

, компоненты которого равны соответственно равны 
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называется вихрем или ротором вектора kRjQiPF
dddd

  и обозначается: 
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 Определение. Символический вектор 
z

k
y

j
x

i
zyx 



































dddd
,,  

называется оператором Гамильтона. ( Уильям Роуан Гамильтон (1805 – 1865) – 

ирландский математик) Символ  - “набла”. 

 

 С учетом этого обозначения можно представить себе понятие ротора вектора F
d

 как 

векторного произведения оператора Гамильтона на вектор F
d

. 
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 Определение. Криволинейный интеграл, представляющий собой работу векторного 

поля вдоль некоторой кривой L называется линейным интегралом  от вектора F
d

 по 

ориентированной кривой L. 
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dd

 

 

 Если кривая L представляет собой замкнутый контур, то линейный интеграл по 

такому контуру называется циркуляцией векторного поля F
d

 вдоль контура L. 
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В векторной форме теорему Стокса можно сформулировать так: 

 ʎʠʨʢʫʣʷʮʠʷ ʚʝʢʪʦʨʘ ʚʜʦʣʴ ʢʦʥʪʫʨʘ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʠ ʨʘʚʥʘ ʧʦʪʦʢʫ ʚʠʭʨʷ 

(ʨʦʪʦʨʘ) ʯʝʨʝʟ ʵʪʫ ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴ. 

 

 
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dFrotnsdF
dddd

 

 

 Отметим, что рассмотренная выше формула Грина – Остроградского является 

частным случаем формулы Стокса. 



 Также при условии равенства нулю всех компонент ротора вектора, получаем, что 

криволинейный интеграл по любой пространственной кривой равен нулю, т.е. 

криволинейный интеграл не зависит от пути интегрирования. 

 

 Определение. Выражение 
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 называется дивергенцией вектора 

(дивергенцией векторной функции) kRjQiPF
dddd

  и обозначается 
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 Таким образом, формулу Гаусса – Остроградского может быть записана в виде: 
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или 

 
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dSnFdvFdiv
ddd

 

т.е. ʠʥʪʝʛʨʘʣ ʦʪ ʜʠʚʝʨʛʝʥʮʠʠ ʚʝʢʪʦʨʥʦʛʦ ʧʦʣʷ F
d

 ʧʦ ʦʙʲʝʤʫ ʨʘʚʝʥ ʧʦʪʦʢʫ ʚʝʢʪʦʨʘ ʯʝʨʝʟ 

ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴ, ʦʛʨʘʥʠʯʝʥʥʫʶ ʵʪʠʤ ʦʙʲʝʤʦʤ. 

 

 Определение. Векторное поле F
d

 называется соленоидальным (трубчатым), если 

div F
d

=0 . 

 

 C помощью описанного выше оператора Гамильтона можно представить 

определенные нами понятия следующим образом: 
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 Как было сказано выше (См. Уравнение Лапласа.), выражение 
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называется оператором Лапласа. 

 

 Справедливы следующие соотношения: 

  

fffgradfdiv 
dd

;)(  

 

 

 Справедливость этих равенств легко проверить непосредственной подстановкой. 

Теперь рассмотрим примеры применения рассмотренных выше понятий. 

 

 Пример. Найти rarrot
ddd
 )( , если .; kjiakzjyixr
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 Найдем скалярное произведение: ;zyxar 
dd

 

 Найдем скалярное произведение: 
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)()()( xykxzjyzi 
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 Пример. Найти поток векторного поля kyjyxixyF
dddd

 )()(  через сторону 

треугольника S, вырезанного из плоскости 01  zyx  координатными плоскостями. 
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 Пример. Найти div(grad u), если .zyxeu   
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 Пример. Определить является ли векторное поле  

)65;65;65( xyzxzyyzxF 
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и найти его потенциал. 
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 Если поле потенциально, то должны выполняться следующие условия: 
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 Эти условия эквивалентны условию равенства нулю ротора векторного поля. 

Справедливость этого утверждения видна из формулы ротора.  

 

Таким образом, поле потенциальное. Потенциал находится по формуле: 
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Ряды. 

 

Основные определения. 

 

 Определение. Сумма членов бесконечной числовой последовательности 

,...,...,, 21 nuuu  называется числовым рядом. 
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При этом числа ,..., 21 uu  будем называть членами ряда, а un – общим членом ряда. 

 

 Определение. Суммы 
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21 ... ,     n = 1, 2, é называются 

частными (частичными) суммами ряда. 

 Таким образом, возможно рассматривать последовательности частичных сумм ряда 

S1, S2, é,Sn, é 

 Определение. Ряд 





1

21 ......
n

nn uuuu  называется сходящимся, если 

сходится последовательность его частных сумм. Сумма сходящегося ряда – предел 

последовательности его частных сумм. 



.,lim
1







n

nn uSSS  

 

 Определение. Если последовательность частных сумм ряда расходится, т.е. не имеет 

предела, или имеет бесконечный предел, то ряд называется расходящимся и ему не ставят 

в соответствие никакой суммы. 

 

Свойства рядов. 

  

 1) Сходимость или расходимость ряда не нарушится если изменить, отбросить или 

добавить конечное число членов ряда. 

 2) Рассмотрим два ряда  nu  и  nCu , где С – постоянное число. 

 Теорема. ɽʩʣʠ ʨʷʜ  nu ʩʭʦʜʠʪʩʷ ʠ ʝʛʦ ʩʫʤʤʘ ʨʘʚʥʘ S, ʪʦ ʨʷʜ  nCu ʪʦʞʝ 

ʩʭʦʜʠʪʩʷ, ʠ ʝʛʦ ʩʫʤʤʘ ʨʘʚʥʘ ʉS. (C  0) 

 

 3) Рассмотрим два ряда  nu и  nv . Суммой или разностью этих рядов будет 

называться ряд   )( nn vu , где элементы получены в результате сложения (вычитания) 

исходных элементов с одинаковыми номерами. 

 Теорема. ɽʩʣʠ ʨʷʜʳ  nu ʠ  nv ʩʭʦʜʷʪʩʷ ʠ ʠʭ ʩʫʤʤʳ ʨʘʚʥʳ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʝʥʥʦ S ʠ 

, ʪʦ ʨʷʜ   )( nn vu  ʪʦʞʝ ʩʭʦʜʠʪʩʷ ʠ ʝʛʦ ʩʫʤʤʘ ʨʘʚʥʘ S + . 

   Svuvu nnnn )(  

ʈʘʟʥʦʩʪʴ ʜʚʫʭ ʩʭʦʜʷʱʠʭʩʷ ʨʷʜʦʚ ʪʘʢʞʝ ʙʫʜʝʪ ʩʭʦʜʷʱʠʤʩʷ ʨʷʜʦʤ. 

ʉʫʤʤʘ ʩʭʦʜʷʱʝʛʦʩʷ ʠ ʨʘʩʭʦʜʷʱʝʛʦʩʷ ʨʷʜʦʚ ʙʫʜʝʪ ʨʘʩʭʦʜʷʱʠʤʩʷ ʨʷʜʦʤ. 

ʆ ʩʫʤʤʝ ʜʚʫʭ ʨʘʩʭʦʜʷʱʠʭʩʷ ʨʷʜʦʚ ʦʙʱʝʛʦ ʫʪʚʝʨʞʜʝʥʠʷ ʩʜʝʣʘʪʴ ʥʝʣʴʟʷ. 

 

 При изучении рядов решают в основном две задачи: исследование на сходимость и 

нахождение суммы ряда. 

 

 

Критерий Коши. 

(необходимые и достаточные условия сходимости ряда) 

 

 ɼʣʷ ʪʦʛʦ, ʯʪʦʙʳ ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦʩʪʴ ,...,...,, 21 naaa ʙʳʣʘ ʩʭʦʜʷʱʝʡʩʷ, ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʠ 

ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ, ʯʪʦʙʳ ʜʣʷ ʣʶʙʦʛʦ 0  ʩʫʱʝʩʪʚʦʚʘʣ ʪʘʢʦʡ ʥʦʤʝʨ N, ʯʪʦ ʧʨʠ n > N ʠ ʣʶʙʦʤ 

p > 0, ʛʜʝ ʨ ï ʮʝʣʦʝ ʯʠʩʣʦ, ʚʳʧʦʣʥʷʣʦʩʴ ʙʳ ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʦ: 

 npn aa . 

 

 Доказательство. (необходимость) 

Пусть aan , тогда для любого числа 0 найдется номер N такой, что неравенство  

2


 naa  выполняется при n>N. При n>N и любом целом p>0 выполняется также 

неравенство 
2


  pnaa . Учитывая оба неравенства, получаем: 







 
22

)()( npnnpnnpn aaaaaaaaaa  

Необходимость доказана. Доказательство достаточности рассматривать не будем. 

 Сформулируем критерий Коши для ряда. 



 

 ɼʣʷ ʪʦʛʦ, ʯʪʦʙʳ ʨʷʜ 





1

21 ......
n

nn uuuu ʙʳʣ ʩʭʦʜʷʱʠʤʩʷ ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʠ 

ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ, ʯʪʦʙʳ ʜʣʷ ʣʶʙʦʛʦ 0  ʩʫʱʝʩʪʚʦʚʘʣ ʥʦʤʝʨ N ʪʘʢʦʡ, ʯʪʦ ʧʨʠ n>N ʠ ʣʶʙʦʤ 

p>0 ʚʳʧʦʣʥʷʣʦʩʴ ʙʳ ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʦ 

  pnnn uuu ...21 . 

 

 Однако, на практике использовать непосредственно критерий Коши не очень 

удобно. Поэтому как правило используются более простые признаки сходимости: 

 

 1) Если ряд  nu сходится, то необходимо, чтобы общий член un стремился к нулю. 

Однако, это условие не является достаточным. Можно говорить только о том, что если 

общий член не стремится к нулю, то ряд точно расходится. Например, так называемый 

гармонический ряд 


1

1

n n
 является расходящимся, хотя его общий член и стремится к нулю. 

 

 Пример. Исследовать сходимость ряда ...
13

...
8

3

5

2

2

1




n

n
 

Найдем 0
3

1

1
3

1
lim

13
lim 




 

n

n

n

nn
 - необходимый признак сходимости не выполняется, 

значит ряд расходится. 

 

 2) Если ряд сходится, то последовательность его частных сумм ограничена. 

Однако, этот признак также не является достаточным. 

Например, ряд 1-1+1-1+1-1+ … +(-1)n+1+… расходится, т.к. расходится 

последовательность его частных сумм в силу того, что 






nнечетныхпри

nчетныхпри
Sn

,1

,0
 

 Однако, при этом последовательность частных сумм ограничена, т.к. 2nS  при 

любом n. 

 

 

Ряды с неотрицательными членами. 

 

 При изучении знакопостоянных рядов ограничимся рассмотрением рядов с 

неотрицательными членами, т.к. при простом умножении на –1 из этих рядов можно 

получить ряды с отрицательными членами. 

 

 Теорема. ɼʣʷ ʩʭʦʜʠʤʦʩʪʠ ʨʷʜʘ  nu ʩ ʥʝʦʪʨʠʮʘʪʝʣʴʥʳʤʠ ʯʣʝʥʘʤʠ ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʠ 

ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ, ʯʪʦʙʳ ʯʘʩʪʥʳʝ ʩʫʤʤʳ ʨʷʜʘ ʙʳʣʠ ʦʛʨʘʥʠʯʝʥʳ. 

 

Признак сравнения рядов с неотрицательными членами. 

 

Пусть даны два ряда  nu  и  nv   при un, vn  0. 

  



 Теорема. Если un  vn при любом n, то из сходимости ряда  nv следует сходимость 

ряда  nu , а из расходимости ряда  nu следует расходимость ряда  nv . 

 

 Доказательство. Обозначим через Sn и n частные суммы рядов  nu  и  nv . Т.к. 

по условию теоремы ряд  nv сходится, то его частные суммы ограничены, т.е. при всех n 

n  M, где М – некоторое число. Но т.к. un  vn, то Sn  n то частные суммы ряда  nu

тоже ограничены, а этого достаточно для сходимости. 

 

 Пример.  Исследовать на сходимость ряд ...
ln

1
...

3ln

1

2ln

1


n
 

Т.к. 
nn

1

ln

1
 , а гармонический ряд 

n

1
 расходится, то расходится и ряд 

nln

1
. 

 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд 


1

.
2

1

n
nn

 

Т.к. 
nnn 2

1

2

1
 , а ряд  n2

1
 сходится ( как убывающая геометрическая прогрессия), то ряд 




1 2

1

n
nn

 тоже сходится. 

 

 Также используется следующий признак сходимости: 

Теорема. ɽʩʣʠ 0,0  nn vu  ʠ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ ʧʨʝʜʝʣ h
v

u

n

n

n



lim , ʛʜʝ h ï ʯʠʩʣʦ, 

ʦʪʣʠʯʥʦʝ ʦʪ ʥʫʣʷ, ʪʦ ʨʷʜʳ  nu  ʠ  nv ʚʝʜʫʪ ʦʜʠʥʘʢʦʚʦ ʚ ʩʤʳʩʣʝ ʩʭʦʜʠʤʦʩʪʠ. 

 

 

Признак Даламбера. 

(Жан Лерон Даламбер (1717 – 1783) – французский математик) 

 

 ɽʩʣʠ ʜʣʷ ʨʷʜʘ  nu  ʩ ʧʦʣʦʞʠʪʝʣʴʥʳʤʠ ʯʣʝʥʘʤʠ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ ʪʘʢʦʝ ʯʠʩʣʦ q<1, ʯʪʦ 

ʜʣʷ ʚʩʝʭ ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ ʙʦʣʴʰʠʭ n ʚʳʧʦʣʥʷʝʪʩʷ ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʦ  

,1 q
u

u

n

n   

ʪʦ ʨʷʜ  nu  ʩʭʦʜʠʪʩʷ, ʝʩʣʠ ʞʝ ʜʣʷ ʚʩʝʭ ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ ʙʦʣʴʰʠʭ n ʚʳʧʦʣʥʷʝʪʩʷ ʫʩʣʦʚʠʝ 

,11 

n

n

u

u
 

ʪʦ ʨʷʜ  nu  ʨʘʩʭʦʜʠʪʩʷ. 

Предельный признак Даламбера. 

 

 Предельный признак Даламбера является следствием из приведенного выше 

признака Даламбера. 

 ɽʩʣʠ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ ʧʨʝʜʝʣ 


n

n

n u

u 1lim , ʪʦ ʧʨʠ  < 1 ʨʷʜ ʩʭʦʜʠʪʩʷ, ʘ ʧʨʠ  > 1 ï 

ʨʘʩʭʦʜʠʪʩʷ. ɽʩʣʠ  = 1, ʪʦ ʥʘ ʚʦʧʨʦʩ ʦ ʩʭʦʜʠʤʦʩʪʠ ʦʪʚʝʪʠʪʴ ʥʝʣʴʟʷ. 



 

 

 Пример. Определить сходимость ряда 


1 2n
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Вывод: ряд сходится. 

 

 

 Пример. Определить сходимость ряда ...
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Вывод: ряд сходится. 

 

 

Признак Коши. (радикальный признак) 

 

 ɽʩʣʠ ʜʣʷ ʨʷʜʘ  nu ʩ ʥʝʦʪʨʠʮʘʪʝʣʴʥʳʤʠ ʯʣʝʥʘʤʠ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ ʪʘʢʦʝ ʯʠʩʣʦ q<1, 

ʯʪʦ ʜʣʷ ʚʩʝʭ ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ ʙʦʣʴʰʠʭ n ʚʳʧʦʣʥʷʝʪʩʷ ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʦ 

qun n  , 

ʪʦ ʨʷʜ  nu ʩʭʦʜʠʪʩʷ, ʝʩʣʠ ʞʝ ʜʣʷ ʚʩʝʭ ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ ʙʦʣʴʰʠʭ n ʚʳʧʦʣʥʷʝʪʩʷ ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʦ 

,1n
nu  

ʪʦ ʨʷʜ  nu ʨʘʩʭʦʜʠʪʩʷ. 

 

 

 Следствие. Если существует предел 


n
n

n
ulim , то при <1 ряд сходится, а при >1 

ряд расходится. 

 

 Пример. Определить сходимость ряда 

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Вывод: ряд сходится. 

 Пример. Определить сходимость ряда 

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Т.е. признак Коши не дает ответа на вопрос о сходимости ряда. Проверим выполнение 

необходимых условий сходимости. Как было сказано выше, если ряд сходится, то общий 

член ряда стремится к нулю. 
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таким образом, необходимое условие сходимости не выполняется, значит, ряд расходится. 

 

 

Интегральный признак Коши. 

 

 ɽʩʣʠ (ʭ) ï ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘʷ ʧʦʣʦʞʠʪʝʣʴʥʘʷ ʬʫʥʢʮʠʷ, ʫʙʳʚʘʶʱʘʷ ʥʘ ʧʨʦʤʝʞʫʪʢʝ 

[1;), ʪʦ ʨʷʜ (1) + (2) + é+ (n) + é = 





1

)(
n

n  ʠ ʥʝʩʦʙʩʪʚʝʥʥʳʡ ʠʥʪʝʛʨʘʣ 



1

)( dxx  

ʦʜʠʥʘʢʦʚʳ ʚ ʩʤʳʩʣʝ ʩʭʦʜʠʤʦʩʪʠ. 

 

 

 Пример. Ряд ...
1

...
3

1

2

1
1 

 n
 сходится при >1 и расходится 1 т.к. 

соответствующий несобственный интеграл 




1
x

dx
 сходится при >1 и расходится 1. Ряд 







1

1

n n
 называется обще гармоническим рядом. 

 

 Следствие. Если f(x) и (ʭ) – непрерывные функции на интервале (a, b] и 

,0,
)(

)(
lim

0



hh

x

xf

ax
 то интегралы 

b

a

dxxf )(  и 
b

a

dxx)(  ведут себя одинаково в смысле 

сходимости. 

 

Знакопеременные ряды. 

Знакочередующиеся ряды. 

 

 Знакочередующийся ряд можно записать в виде: 

...)1(... 1

4321  

n

n uuuuu  

где ,...3,2,1,0  nun  

 

Признак Лейбница. 

 ɽʩʣʠ ʫ ʟʥʘʢʦʯʝʨʝʜʫʶʱʝʛʦʩʷ ʨʷʜʘ ...)1(... 1

4321  

n

n uuuuu  ʘʙʩʦʣʶʪʥʳʝ 

ʚʝʣʠʯʠʥʳ ui ʫʙʳʚʘʶʪ ...321  uuu  ʠ ʦʙʱʠʡ ʯʣʝʥ ʩʪʨʝʤʠʪʩʷ ʢ ʥʫʣʶ 0nu , ʪʦ ʨʷʜ 

ʩʭʦʜʠʪʩʷ. 

Абсолютная и условная сходимость рядов. 

 

 Рассмотрим некоторый знакопеременный ряд (с членами произвольных знаков). 

                                                     





1

21 ......
n

nn uuuu                                                (1) 

и ряд, составленный из абсолютных величин членов ряда (1): 

                                                   





1

21 ......
n

nn uuuu                                              (2) 

 

 Теорема. ʀʟ ʩʭʦʜʠʤʦʩʪʠ ʨʷʜʘ (2) ʩʣʝʜʫʝʪ ʩʭʦʜʠʤʦʩʪʴ ʨʷʜʘ (1). 



 

 Доказательство. Ряд (2) является рядом с неотрицательными членами. Если ряд (2) 

сходится, то по критерию Коши для любого >0 существует число N, такое, что при n>N и 

любом целом p>0 верно неравенство: 

  pnnn uuu ...21  

 По свойству абсолютных величин: 

  pnnnpnnn uuuuuu ...... 2121  

  pnnn uuu ...21  

То есть по критерию Коши из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1). 

 

 Определение. Ряд  nu называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд 

 nu . 

 Очевидно, что для знакопостоянных рядов понятия сходимости и абсолютной 

сходимости совпадают. 

 

 

 Определение. Ряд  nu называется условно сходящимся, если он сходится, а  ряд 

 nu  расходится. 

 

 

Признаки Даламбера и Коши для знакопеременных рядов. 

 

Пусть  nu - знакопеременный ряд. 

 

 Признак Даламбера.  Если существует предел 


n

n

n u

u 1lim , то при <1 ряд  nu  

будет абсолютно сходящимся, а при >1 ряд будет расходящимся. При =1 признак не дает 

ответа о сходимости ряда. 

 

 Признак Коши.  Если существует предел 


n
n

n
ulim , то при <1 ряд  nu  будет 

абсолютно сходящимся, а при >1 ряд будет расходящимся. При =1 признак не дает ответа 

о сходимости ряда. 

 

  

 

Свойства абсолютно сходящихся рядов. 

 

 1) Теорема. ɼʣʷ ʘʙʩʦʣʶʪʥʦʡ ʩʭʦʜʠʤʦʩʪʠ ʨʷʜʘ  nu ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʠ ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ, 

ʯʪʦʙʳ ʝʛʦ ʤʦʞʥʦ ʙʳʣʦ ʧʨʝʜʩʪʘʚʠʪʴ ʚ ʚʠʜʝ ʨʘʟʥʦʩʪʠ ʜʚʫʭ ʩʭʦʜʷʱʠʭʩʷ ʨʷʜʦʚ ʩ 

ʥʝʦʪʨʠʮʘʪʝʣʴʥʳʤʠ ʯʣʝʥʘʤʠ. 

 

 Следствие. Условно сходящийся ряд является разностью двух расходящихся рядов 

с неотрицательными стремящимися к нулю членами. 

 

 2) В сходящемся ряде любая группировка членов ряда, не изменяющая их порядка, 

сохраняет сходимость и величину ряда. 



 

3) Если ряд сходится абсолютно, то ряд, полученный из него любой перестановкой 

членов, также абсолютно сходится и имеет ту же сумму. 

 

Перестановкой членов условно сходящегося ряда можно получить условно 

сходящийся ряд, имеющий любую наперед заданную сумму, и даже расходящийся ряд. 

 

 4) Теорема. ʇʨʠ ʣʶʙʦʡ ʛʨʫʧʧʠʨʦʚʢʝ ʯʣʝʥʦʚ ʘʙʩʦʣʶʪʥʦ ʩʭʦʜʷʱʝʛʦʩʷ ʨʷʜʘ (ʧʨʠ ʵʪʦʤ 

ʯʠʩʣʦ ʛʨʫʧʧ ʤʦʞʝʪ ʙʳʪʴ ʢʘʢ ʢʦʥʝʯʥʳʤ, ʪʘʢ ʠ ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʳʤ ʠ ʯʠʩʣʦ ʯʣʝʥʦʚ ʚ ʛʨʫʧʧʝ ʤʦʞʝʪ 

ʙʳʪʴ ʢʘʢ ʢʦʥʝʯʥʳʤ, ʪʘʢ ʠ ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʳʤ) ʧʦʣʫʯʘʝʪʩʷ ʩʭʦʜʷʱʠʡʩʷ ʨʷʜ, ʩʫʤʤʘ ʢʦʪʦʨʦʛʦ 

ʨʘʚʥʘ ʩʫʤʤʝ ʠʩʭʦʜʥʦʛʦ ʨʷʜʘ. 

 

 5) Если ряды 


1n

nu и 


1n

nv  сходятся абсолютно и их суммы равны соответственно S 

и , то ряд, составленный из всех произведений вида ,...2,1,, kivu ki  взятых в каком 

угодно порядке, также сходится абсолютно и его сумма равна S - произведению сумм 

перемножаемых рядов. 

 Если же производить перемножение условно сходящихся рядов, то в результате 

можно получить расходящийся ряд. 

 

Функциональные последовательности. 

 

 Определение. Если членами ряда будут не числа, а функции от ʭ, то ряд называется 

функциональным. 

 

 Исследование на сходимость функциональных рядов сложнее исследования 

числовых рядов. Один и тот же функциональный ряд может при одних значениях 

переменной ʭ сходиться, а при других – расходиться. Поэтому вопрос сходимости 

функциональных рядов сводится к определению тех значений переменной ʭ, при которых 

ряд сходится.  

 Совокупность таких значений называется областью сходимости. 

Так как пределом каждой функции, входящей в область сходимости ряда, является 

некоторое число, то пределом функциональной последовательности будет являться 

некоторая функция: 

)(lim)( xfxf n
n 

  

 

 Определение. Последовательность {fn(x)} сходится к функции f(x) на отрезке [a,b], 

если для любого числа >0 и любой точки ʭ из рассматриваемого отрезка существует номер 

N = N(, x), такой, что неравенство  

 )()( xfxf n  

выполняется при n>N. 

 При выбранном значении >0 каждой точке отрезка [a,b] соответствует свой номер 

и, следовательно, номеров, соответствующих всем точкам отрезка [a,b], будет бесчисленное 

множество. Если выбрать из всех этих номеров наибольший, то этот номер будет годиться 

для всех точек отрезка [a,b], т.е. будет общим для всех точек. 

 

 Определение. Последовательность {fn(x)} равномерно сходится к функции f(x) на 

отрезке [a,b], если для любого числа >0  существует номер N = N(), такой, что неравенство  

 )()( xfxf n  

выполняется при n>N для всех точек отрезка [a,b]. 



 

 Пример. Рассмотрим последовательность ,...
sin

,...,
2

2sin
,

1

sin

n

nxxx
 

Данная последовательность сходится на всей числовой оси к функции f(x)=0, т.к. 




x
n

nx

n
,0

sin
lim

0
 

 Построим графики этой последовательности: 

 

sinx                                                 
5

5sin x
 

2

2sin x
 

 

 Как видно, при увеличении числа n график последовательности приближается к оси 

ʭ. 

 

 

 При использовании компьютерной версии “ʂʫʨʩʘ ʚʳʩʰʝʡ ʤʘʪʝʤʘʪʠʢʠ” возможно 

запустить программу, которая исследует на сходимость знакочередующиеся ряды и 

определяет характер сходимости. Достаточно ввести общий член ряда и множитель, 

определяющий знак и нажать Enter. Все рассмотренные выше признаки будут проверены 

по очереди. 

  

 

 

Функциональные ряды. 

 

 Определение. Частными (частичными) суммами функционального ряда 


1

)(
n

n xu  

называются функции 



n

k

kn nxuxS
1

,...2,1),()(  

 

 Определение. Функциональный ряд 


1

)(
n

n xu называется сходящимся в точке 

(ʭ=ʭ0), если в этой точке сходится последовательность его частных сумм. Предел 

последовательности )}({ 0xSn  называется суммой ряда 


1

)(
n

n xu  в точке ʭ0. 
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 Определение. Совокупность всех значений ʭ, для которых сходится ряд 


1

)(
n

n xu

называется областью сходимости ряда. 

 

 Определение. Ряд 


1

)(
n

n xu называется равномерно сходящимся на отрезке [a,b], 

если равномерно сходится на этом отрезке последовательность частных сумм этого ряда. 

 

 Теорема. (Критерий Коши равномерной сходимости ряда) 

 ɼʣʷ ʨʘʚʥʦʤʝʨʥʦʡ ʩʭʦʜʠʤʦʩʪʠ ʨʷʜʘ 


1

)(
n

n xu ʥʝʦʙʭʦʜʠʤʦ ʠ ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ, ʯʪʦʙʳ ʜʣʷ 

ʣʶʙʦʛʦ ʯʠʩʣʘ >0 ʩʫʱʝʩʪʚʦʚʘʣ ʪʘʢʦʡ ʥʦʤʝʨ N(), ʯʪʦ ʧʨʠ n>N ʠ ʣʶʙʦʤ ʮʝʣʦʤ p>0 

ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʦ 

  )(...)()( 21 xuxuxu pnnn  

ʚʳʧʦʣʥʷʣʦʩʴ ʙʳ ʜʣʷ ʚʩʝʭ ʭ ʥʘ ʦʪʨʝʟʢʝ [a,b]. 

 

 Теорема. (Признак равномерной сходимости Вейерштрасса) 

(Карл Теодор Вильгельм Вейерштрасс (1815 – 1897) – немецкий математик) 

 ʈʷʜ 


1

)(
n

n xu ʩʭʦʜʠʪʩʷ ʨʘʚʥʦʤʝʨʥʦ ʠ ʧʨʠʪʦʤ ʘʙʩʦʣʶʪʥʦ ʥʘ ʦʪʨʝʟʢʝ [a,b], ʝʩʣʠ 

ʤʦʜʫʣʠ ʝʛʦ ʯʣʝʥʦʚ ʥʘ ʪʦʤ ʞʝ ʦʪʨʝʟʢʝ ʥʝ ʧʨʝʚʦʩʭʦʜʷʪ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʠʭ ʯʣʝʥʦʚ 

ʩʭʦʜʷʱʝʛʦʩʷ ʯʠʩʣʦʚʦʛʦ ʨʷʜʘ ʩ ʧʦʣʦʞʠʪʝʣʴʥʳʤʠ ʯʣʝʥʘʤʠ : 

......21  nMMM  

ʪ.ʝ. ʠʤʝʝʪ ʤʝʩʪʦ ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʦ: 

nn Mxu )( . 

 

 Еще говорят, что в этом случае функциональный ряд 


1

)(
n

n xu  мажорируется 

числовым рядом 





1n

n . 

 

 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд 


1
3

cos

n n

nx
. 

Так как 1cos nx  всегда, то очевидно, что 
33

1cos

nn

nx
 . 

При этом известно, что обще гармонический ряд 





1

1

n n
 при =3>1 сходится, то в 

соответствии с признаком Вейерштрасса исследуемый ряд равномерно сходится и притом 

в любом интервале. 

 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд 


1
3

n

n

n

x
. 



На отрезке [-1,1] выполняется неравенство 
33

1

nn

x n
  т.е. по признаку Вейерштрасса на этом 

отрезке исследуемый ряд сходится, а на интервалах (-, -1)  (1, ) расходится. 

 

 

Свойства равномерно сходящихся рядов. 

 

 1) Теорема о непрерывности суммы ряда. 

 ɽʩʣʠ ʯʣʝʥʳ ʨʷʜʘ 


1

)(
n

n xu  - ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʳʝ ʥʘ ʦʪʨʝʟʢʝ [a,b]  ʬʫʥʢʮʠʠ ʠ ʨʷʜ ʩʭʦʜʠʪʩʷ 

ʨʘʚʥʦʤʝʨʥʦ, ʪʦ ʠ ʝʛʦ ʩʫʤʤʘ S(x) ʝʩʪʴ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘʷ ʬʫʥʢʮʠʷ ʥʘ ʦʪʨʝʟʢʝ [a,b]. 

 

 2) Теорема о почленном интегрировании ряда. 

 ʈʘʚʥʦʤʝʨʥʦ ʩʭʦʜʷʱʠʡʩʷ ʥʘ ʦʪʨʝʟʢʝ [a,b]  ʨʷʜ ʩ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʳʤʠ ʯʣʝʥʘʤʠ ʤʦʞʥʦ 

ʧʦʯʣʝʥʥʦ ʠʥʪʝʛʨʠʨʦʚʘʪʴ ʥʘ ʵʪʦʤ ʦʪʨʝʟʢʝ, ʪ.ʝ. ʨʷʜ, ʩʦʩʪʘʚʣʝʥʥʳʡ ʠʟ ʠʥʪʝʛʨʘʣʦʚ ʦʪ ʝʛʦ 

ʯʣʝʥʦʚ ʧʦ ʦʪʨʝʟʢʫ [a,b]  , ʩʭʦʜʠʪʩʷ ʢ ʠʥʪʝʛʨʘʣʫ ʦʪ ʩʫʤʤʳ ʨʷʜʘ ʧʦ ʵʪʦʤʫ ʦʪʨʝʟʢʫ. 

],[,;)()(
11

badxxudxxu
n

n

n

n  
















 

 

 3) Теорема о почленном дифференцировании ряда. 

 ɽʩʣʠ ʯʣʝʥʳ ʨʷʜʘ 


1

)(
n

n xu  ʩʭʦʜʷʱʝʛʦʩʷ ʥʘ ʦʪʨʝʟʢʝ [a,b]  ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʷʶʪ ʩʦʙʦʡ 

ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʳʝ ʬʫʥʢʮʠʠ, ʠʤʝʶʱʠʝ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʳʝ ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʳʝ, ʠ ʨʷʜ, ʩʦʩʪʘʚʣʝʥʥʳʡ ʠʟ ʵʪʠʭ 

ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʳʭ 





1

)(
n

n xu ʩʭʦʜʠʪʩʷ ʥʘ ʵʪʦʤ ʦʪʨʝʟʢʝ ʨʘʚʥʦʤʝʨʥʦ, ʪʦ ʠ ʜʘʥʥʳʡ ʨʷʜ ʩʭʦʜʠʪʩʷ 

ʨʘʚʥʦʤʝʨʥʦ ʠ ʝʛʦ ʤʦʞʥʦ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʦʚʘʪʴ ʧʦʯʣʝʥʥʦ. 











11

)(
)(

n

n

n

n
dx

xdu
xu

dx

d
 

  

 На основе того, что сумма ряда является некоторой функцией от переменной ʭ, 

можно производить операцию представления какой – либо функции в виде ряда 

(разложения функции в ряд), что имеет широкое применение при интегрировании, 

дифференцировании и других действиях с функциями. 

 На практике часто применяется разложение функций в степенной ряд. 

 

  

Степенные ряды. 

 

 Определение. Степенным рядом называется ряд вида 







0

2

210 ......
n

n

n

n

n xaxaxaxaa . 

Для исследования на сходимость степенных рядов удобно использовать признак 

Даламбера. 

 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд ......
32

32


n

xxx
x

n

 

Применяем признак Даламбера:  



x

n

x

n

xn

n

x

n

x

u

u

nnn

n

n
n

n

n
















 1
1

lim
1

lim1limlim

1

1 . 

Получаем, что этот ряд сходится при 1x и расходится при 1x . 

Теперь определим сходимость в граничных точках 1 и –1. 

При х = 1: ...
4

1

3

1

2

1
1   ряд сходится по признаку Лейбница (см. Признак Лейбница.). 

При х = -1: ...
1

...
3

1

2

1
1 

n
 ряд расходится (гармонический ряд). 

 

Теоремы Абеля. 

 

(Нильс Хенрик Абель (1802 – 1829) – норвежский математик) 

 Теорема. ɽʩʣʠ ʩʪʝʧʝʥʥʦʡ ʨʷʜ 





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210 ......
n

n

n

n

n xaxaxaxaa  ʩʭʦʜʠʪʩʷ ʧʨʠ 

x = x1 , ʪʦ ʦʥ ʩʭʦʜʠʪʩʷ ʠ ʧʨʠʪʦʤ ʘʙʩʦʣʶʪʥʦ ʜʣʷ ʚʩʝʭ 1xx  . 

 

 Доказательство. По условию теоремы, так как члены ряда ограничены, то  

,1 kxa n

n   

где k- некоторое постоянное число. Справедливо следующее неравенство: 
nn

n

n

n

n
x

x
k

x

x
xaxa
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1   

Из этого неравенства видно, что при x<x1  численные величины членов нашего ряда 

будут меньше ( во всяком случае не больше ) соответствующих членов ряда правой части 

записанного выше неравенства, которые образуют геометрическую прогрессию. 

Знаменатель этой прогрессии 
1x

x
 по условию теоремы меньше единицы, следовательно, 

эта прогрессия представляет собой сходящийся ряд. 

Поэтому на основании признака сравнения делаем вывод, что ряд  n

nxa  сходится, 

а значит ряд 
n

n xa  сходится абсолютно. 

 

Таким образом, если степенной ряд 
n

n xa сходится в точке ʭ1, то он абсолютно 

сходится в любой точке интервала длины 2 1х  с центром в точке ʭ = 0. 

 

Следствие. Если при ʭ = ʭ1 ряд расходится, то он расходится для всех 1xx  . 

 

Таким образом, для каждого степенного ряда существует такое положительное 

число R, что при всех ʭ таких, что Rx   ряд абсолютно сходится, а при всех Rx  ряд 

расходится. При этом число R называется радиусом сходимости. Интервал (-R, R) 

называется интервалом сходимости. 

Отметим, что этот интервал может быть, как замкнутым с одной или двух сторон, 

так и не замкнутым. 

Радиус сходимости может быть найден по формуле: 
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 Пример. Найти область сходимости ряда ...
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Находим радиус сходимости 
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Следовательно, данный ряд сходится при любом значении ʭ. Общий член этого ряда 

стремится к нулю. 
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x n

n
 

 

 Теорема. Если степенной ряд 
n

n xa  сходится для положительного значения ʭ=ʭ1 

, то он сходится равномерно в любом промежутке внутри );( 11 xx . 

 

 

Действия со степенными рядами. 

 

1) Интегрирование степенных рядов. 

Если некоторая функция f(x) определяется степенным рядом: 





0

)(
n

n

n xaxf , то интеграл 

от этой функции можно записать в виде ряда: 
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 2) Дифференцирование степенных рядов. 

 

Производная функции, которая определяется степенным рядом, находится по формуле: 
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 3) Сложение, вычитание, умножение и деление степенных рядов. 

 

Сложение и вычитание степенных рядов сводится к соответствующим операциям с их 

членами: 
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Произведение двух степенных рядов выражается формулой: 
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Коэффициенты ʩi находятся по формуле: 
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Деление двух степенных рядов выражается формулой: 
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Для определения коэффициентов qn рассматриваем произведение 
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n xaxbxq , полученное из записанного выше равенства и решаем систему 

уравнений: 
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Разложение функций в степенные ряды. 

 

Разложение функций в степенной ряд имеет большое значение для решения 

различных задач исследования функций, дифференцирования, интегрирования, решения 

дифференциальных уравнений, вычисления пределов, вычисления приближенных 

значений функции. 

Возможны различные способы разложения функции в степенной ряд. Такие способы 

как разложение при помощи рядов Тейлора и Маклорена были рассмотрены ранее. (См. 

Формула Тейлора. ) 

Существует также способ разложения в степенной ряд при помощи 

алгебраического деления. Это – самый простой способ разложения, однако, пригоден он 

только для разложения в ряд алгебраических дробей. 

 

Пример. Разложить в ряд функцию 
x1

1
. 

 Суть метода алгебраического деления состоит в применении общего правила 

деления многочленов: 

 

                                                               1                  1 - x 

                                                               1 – x            1 + x  + x2 + x3 + … 

                                                                     x 

                                                                     x – x2 

                                                                        x2  

                                                                 x2 – x3 

                                                                        x3  

       ………. 
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Если применить к той же функции формулу Маклорена 
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Итого, получаем: ......1)( 2  nxxxxf  

 

 Рассмотрим способ разложения функции в ряд при помощи интегрирования. 

 

С помощью интегрирования можно разлагать в ряд такую функцию, для которой известно 

или может быть легко найдено разложение в ряд ее производной. 

 Находим дифференциал функции dxxfxdf )()(   и интегрируем его в пределах от 

0 до ʭ. 
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 Пример. Разложить в ряд функцию ).1ln()( xxf   

Разложение в ряд этой функции по формуле Маклорена было рассмотрено выше. 

(См. Функция y = ln(1 + x).) Теперь решим эту задачу при помощи интегрирования. 

 

 При 
x

xff



1

1
)(,0)0(  получаем по приведенной выше формуле: 
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)1ln(  

Разложение в ряд функции 
x1

1
 может быть легко найдено способом алгебраического 

деления аналогично рассмотренному выше примеру. 
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Тогда получаем: 
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Окончательно получим: ...
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 Пример. Разложить в степенной ряд функцию arctgx . 

Применим разложение в ряд с помощью интегрирования. 
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Подинтегральная функция может быть разложена в ряд методом алгебраического деления: 

                                                           1                   1 + x2 

                                                           1 + x2            1 – x2 + x4- … 

                                                               - x2 

                                                               - x2 – x4 

                                                                         x4 

                                                                         x4 + x6 

                                                                    …………. 

 

...)1(...1
1

1 242

2




nn xxx
x

 

Тогда 










 





0

12

0 0

2

0 0

2

0

2 12
)1()1()1(

1

1

n

n
n

n

x

nn

x

n

nn

x

n

x
dxxdxxdx

x
arctgx  

 

Окончательно получаем: ...
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Решение дифференциальных уравнений с помощью 

степенных рядов. 

 

 С помощью степенных рядов возможно интегрировать дифференциальные 

уравнения. 

 Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение вида: 

)()(...)()( )2(

2

)1(

1

)( xfyxpyxpyxpy n

nnn    

 Если все коэффициенты и правая часть этого уравнения разлагаются в сходящиеся в 

некотором интервале степенные ряды, то существует решение этого уравнения в некоторой 

малой окрестности нулевой точки, удовлетворяющее начальным условиям. 

 Это решение можно представить степенным рядом: 

...3

3

2

210  xcxcxccy  

 Для нахождения решения остается определить неизвестные постоянные ci. 

Эта задача решается методом сравнения неопределенных коэффициентов. 

Записанное выражение для искомой функции подставляем в исходное дифференциальное 

уравнение, выполняя при этом все необходимые действия со степенными рядами 

(дифференцирование, сложение, вычитание, умножение и пр.) 

 Затем приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях ʭ в левой и правой 

частях уравнения. В результате с учетом начальных условий получим систему уравнений, 

из которой последовательно определяем коэффициенты ci. 

 Отметим, что этот метод применим и к нелинейным дифференциальным 

уравнениям. 

 

 Пример. Найти решение уравнения 0 xyy c начальными условиями y(0)=1, 

yô(0)=0. 



Решение уравнения будем искать в виде ...2
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 Подставляем полученные выражения в исходное уравнение: 
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   ……………… 

Получаем, подставив начальные условия в выражения для искомой функции и ее первой 

производной: 
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Окончательно получим: ;0;0;
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Итого: ...
1806

1
63


xx

y  

 

 

 Существует и другой метод решения дифференциальных уравнений с помощью 

рядов. Он носит название метод последовательного дифференцирования.  

 

 Рассмотрим тот же пример. Решение дифференциального уравнения будем искать в 

виде разложения неизвестной функции в ряд Маклорена. 
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 Если заданные начальные условия  y(0)=1,  yô(0)=0  подставить в исходное 

дифференциальное уравнение, получим, что .0)0( y  

 Далее запишем дифференциальное уравнение в виде xyy   и будем 

последовательно дифференцировать его по ʭ. 
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 После подстановки полученных значений получаем: 
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